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RESUMO

A modelagem das origens e destinos das viagens em uma rede de transportes constitui-se em etapa fundamental
da atividade de Planejamento de Transportes. Um dos principais produtos dessa modelagem é uma matriz de

origens e destinos (matriz OD), a qual representa o padrdo de fluxos das viagens entre zonas em uma area de
estudo. Em geral, costuma-se empregar métodos estatisticos e de otimizacdo matematica para auxiliar a obtencéo
de uma matriz OD. O objetivo deste artigo é apresentar a abordagem da Estatistica Bayesiana na modelagem das
origens e destinos de viagens em redes de transporte. Inicialmente, sdo apresentados os conceitos basicos de
Estatistica Bayesiana, ressaltando-se suas diferencas em relacdo a Estatistica Frequentista. Em seguida,
desenvolve-se um exemplo para ilustrar a aplicacdo da abordagem bayesiana em estudos em transportes,

estabelecendo as bases conceituais para a discussédo de alguns modelos bayesianos propostos na literatura para
obtencgdo de matrizes OD sintéticas. Por fim, séo analisadas algumas questdes de pesquisa relevantes a aplicaca
efetiva da abordagem bayesiana na estimagdo de matrizes OD sintéticas em redes reais de transportes.

ABSTRACT

Modeling trip origins and destinations in a transportation network constitutes an essential stage in the
Transportation Planning process. A major product of this modeling effort is a matrix of origins and destinations
(OD matrix), which represents the pattern of trip flows between zones in a study area. In general, it is common to
employ statistical methods and mathematical optimization to help obtaining an OD matrix. The aim of this paper
is to present the Bayesian approach to statistical modeling of trip origins and destinations in transport networks.
Initially, the basic concepts of Bayesian statistics are presented, highlighting their differences to the frequentist
statistics. Then, it is developed an example to illustrate the application of the Bayesian approach in transportation
studies, establishing the conceptual basis to the discussion of some Bayesian models proposed in the literature to
obtain synthetic OD matrices. Finally, some research questions are analyzed, relevant to the effective application
of the Bayesian approach in the estimation of synthetic OD matrices in real transportation networks.

1. INTRODUCAO

A modelagem da relacdo entre a demanda e a oferta no sistema de transportes vem sendo
realizada nos ultimos 50 anos por meio de um processo sequencial no qual se busca
representar o contexto decisorio dos usuarios ao tentarem satisfazer suas necessidades de
deslocamento, definindo os horéarios de realizacdo das viagens, seus destinos, assim como 0S
modos e rotas utilizados na rede de transportes. Entende-se que o objetivo geral deste
processo tradicional tem sido modelar, de forma agregada, o padrao dos fluxos das viagens
produzidas e atraidas pelas zonas de origem (O) e destino (D) na area de estudo, tendo coma
produto final a simulacdo dos volumes de trafego de pessoas ou cargas, nos nos e arcos de
uma rede de transporte urbano ou regional.

Especificamente no contexto urbano, o método classico de modelagem do padrao dos fluxos

entre pares de zonas OD tem se baseado nas analises de correlacdo entre as viagens realizad:
e as variaveis explicativas representando os atributos socioecondmicos da populagdo, as
caracteristicas fisicas e operacionais do sistema de transportes, assim como 0S aspectos
quantifichveis do uso e ocupacdo do solo (Ortuzar e Willumsen, 1994). Nesta abordagem

tradicional, os valores das variaveis que descrevem os diversos atributos das viagens, e as
respectivas caracteristicas socioeconémicas dos usuarios, sdo normalmente obtidos por meio
de entrevistas domiciliares e pesquisas complementares em vias, terminais e pontos de parada,
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realizadas para caracterizar o padrao de deslocamento dos usuarios ao longo de um dia Uutil
tipico. Como fruto principal da consolidacdo dos dados resultantes desses levantamentos,
tem-se uma matriz amostral das viagens observadas entre pares OD, por motivo, horario ou
modo, que se constitui na referéncia basica para o desenvolvimento dos demais modelos de
geracao, distribuicdo, divisdo modal e alocacado das viagens na rede analisada.

Um aspecto digno de ressalva € que esta matriz OD amostral representa apenas uma unica
observacdo (amostra com n = 1) da populacéo dos deslocamentos que acontecem na area de
estudo, sendo entdo expandida para representar o conjunto dos deslocamentos realizados en
um dia util tipico. Vale destacar, portanto, que esta matriz OD expandida ndo pode ser
entendida como um estimador da matriz populacional dos fluxos OD. Ortazar e Willumsen
(1994) descrevem as limitacdes dos meétodos que sdo normalmente utilizados para se obter a
matriz OD expandida, especialmente considerando a quantidade significativa de células
vazias na matriz OD amostral, destacando esse esforco de expansdo como uma importante
fonte de erros nas etapas de calibragéo e validagcado dos modelos agregados de demanda.

Na tentativa de reduzir custos de coleta de dados em campo e superar as dificuldades
inerentes a obtencdo de uma matriz OD representativa do padréo de fluxos na &rea em estudo,
o problema da estimacao de matrizes OD sintéticas, isto €, geradas a partir dos carregamentos
observados nos arcos da rede, vem sendo estudado desde a década de 1970, a partir d
trabalhos pioneiros como os de Robillard (1975) e Nguyen (1977), que abordaram,

respectivamente, redes viarias sem e com congestionamento. O principal desafio tedrico nesta
linha de pesquisa diz respeito ao fato do numero de pares OD ser normalmente bastante
superior ao numero de arcos com volumes conhecidos, tornando o sistema de equacdes
resultante subespecificado, isto €, com multiplas solu¢cbes possiveis. Segundo resumido por
Rakha et al. (2005), € teoricamente possivel que existam multiplas matrizes OD que

repliqguem exatamente os volumes observados em campo, levando a necessidade de avaliar
qual delas seria a “mais provavel” de ter gerado aquela configuracdo de carregamento da rede.

Willumsen (1981), Nguyen (1984), Cascetta e Nguyen (1988) e, mais recentemente,
Abrahamsson (1998) e Timms (2001) realizaram revisdes detalhadas da literatura relativa a
esse problema, buscando classificar, sob éticas distintas, os esforcos de pesquisa
empreendidos até o final do século XX, de acordo com as diferentes formulacées matematicas
e abordagens de solucdo propostas. No entanto, apesar dos avangos teoricos alcancados, 0
algoritmos computacionais ja implementados continuam sendo pouco utilizados em contextos
praticos, algumas vezes de forma inadequada, pela comunidade técnica internacional, em
funcdo ndo so da dificuldade advinda da complexidade matematica das abordagens propostas,
como também da falta de compreenséo das premissas e objetivos das diversas formulacdes dc
problema (Timms, 2001).

Conforme o tipo de abordagem de solucdo, os principais modelos sintéticos propostos na
literatura podem ser classificados em dois grandes grupos: modelos de otimizagdo e modelos
estatisticos. Nos modelos de otimiza¢cdo, geralmente baseados nos principios da maximizacéo
da entropia ou minimizacdo da informacao (Van Zuylen e Willumsen, 1980), o objetivo é
determinar a matriz OD mais provavel dentre as solu¢cfes possiveis, a partir da minimizacao
de uma funcdo dos erros na estimativa das demandas ou na replicacdo dos volumes
observados, sujeita a um conjunto de restricbes de fluxo. Ou, como colocado por Cascetta
(1984), encontrar a matriz OD que minimiza uma medida de distancia, “entropica” ou
euclidiana, em relagdo a uma matriz alvo ou semente (gerada a partir de um modelo
comportamental da demanda ou estimada para um periodo anterior), respeitando a restricao
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que, uma vez alocada na rede, reproduza os carregamentos observados em campo. Dess:
forma, pode-se dizer que esses modelos tentam reconstreirndo estimar, como se
convencionou chamar — a matriz OD que gerou os volumes observados em campo (Hazelton,
2001). Vale ressaltar, entretanto, que essa matriz corresponde a apenas uma realizacéo
particular da populacdo de matrizes que representam o fenémeno do padréo de deslocamento,
de forma que uma nova observacédo de volumes produzird uma matriz OD diferente.

Por outro lado, nos modelos estatisticos 0 objetivo € estismparametros da populacéo de
matrizes OD, dada uma amostra de volumes observados. Nesse sentido, entende-se por
estimacdo da matriz OD sintética o processo de obtencdo dos parametros do modelo
subjacente ao padrdo das origens e destinos das viagens. No conjunto das técnicas estatisticas
pode-se fazer distincdo entre as que seguem os principios da inferéncia frequentista e aquelas
qgue incorporam a abordagem bayesiana. Enquanto na estatistica frequentista os valores
estimados dos parametros baseiam-se em geral somente em observacdes amostrais, né
abordagem bayesiana é possivel incorporar explicitamente informagédo prévia a coleta de
dados, a qual pode ser obtida a partir da experiéncia do analista, de matrizes OD produzidas
por estudos anteriores, ou quaisquer outras fontes que fornecam informacao relevante para o
processo de estimacdo. Acredita-se que essa caracteristica torne a abordagem bayesiana um
alternativa promissora para a melhoria do processo de modelagem da demanda por transporte.

Face ao exposto, 0s objetivos e a estrutura deste artigo sdo: i) evidenciar as diferencas
conceituais e metodoldgicas entre as abordagens frequentista e bayesiana da Inferéncia
Estatistica (item 2); ii) revisar as principais aplicacdes da Estatistica Bayesiana na estimacao
de matrizes OD sintéticas em redes de transportes (item 3); e iii) propor questbes que
possibilitem avancgos tedrico-praticos nesta linha de pesquisa para uma melhor compreensao
do padrao de deslocamento de pessoas e cargas, ou seja, para uma modelagem mais efetiv:
das relacdes entre demanda e oferta nos processos de planejamento estratégico e operaciong
de sistemas de transporte urbano ou regional (item 4).

2. ESTATISTICA BAYESIANA: CONCEITOS BASICOS E METODOLOGIA

Inferéncia € o ramo da Estatistica cujo objetivo é generalizar para uma populacdo conclusées

obtidas a partir de uma amostra. Particularmente, chamam-se de parametros as caracteristicas
populacionais que se deseja estimar a partir de observacdes (informacdes) amostrais. Nas
secOes seguintes, sao evidenciadas as diferencas entre as abordagens frequentista e bayesiar
de estimacédo de parametros, com a apresentacdo de um exemplo ilustrativo de aplicacdo da
Estatistica Bayesiana no contexto de redes de transporte.

2.1. Diferencas conceituais e metodoldgicas entre as abordagens frequentista e bayesiana
Costuma-se referir como “abordagem frequentista” da Estatistica a um conjunto de métodos
estatisticos, e sua teoria subjacente, que partem da premissa de que a probabilidade associad.
a ocorréncia de um evento corresponde aproximadamente a frequéncia relativa da ocorréncia
desse evento em uma sequéncia de repeticbes de um experimento aleatério. Nessa
interpretacdo, a probabilidade associada a um evento € uma propriedade objetiva deste, a qual
pode ser atribuida somente por meio da observacdo empirica da ocorréncia do evento. De
acordo também com essa interpretacdo, os parametros de uma populagdo sédo propriedades
objetivas e fixas, as quais ndo podem ser diretamente observadas ou calculadas com precisac
ja que os dados disponiveis se referem a uma amostra, e ndo a toda a populacdo. Nesse casc
estimar parametros corresponde a utilizar um método que proponha o melhor valor possivel
para o parametro avaliado, dadas as observacdes amostrais e um critério de escolha. Alguns
dos métodos tipicos da Estatistica Frequentista sdo o método dos momentos, o0 método da
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maxima verossimilhanca e o método dos minimos quadrados.

A abordagem bayesiana, por outro lado, considera a probabilidade de um evento ocorrer sob
um ponto de vista subjetivo, interpretando-a como o nivel de crenca associado a sua
ocorréncia. Antes da observacdo do evento, o analista possui uma crenca prévia sobre a
probabilidade de esse ocorrer, chamada de probabiledpderi. Apds a observacao de uma

ou mais ocorréncias do evento, o analista atualiza seu nivel de crencga, atribuindo uma
probabilidadea posterioriao evento. Nos métodos bayesianos de estimacdo de parametros,
diferentemente dos métodos frequentistas, parametros desconhecidos ndo séo tratados comc
constantes da populacdo, mas sim como variaveis aleatorias que possuem distribuicdes de
probabilidadea priori (antes das observacdes amostraia)p@steriori (apos as observacdes
amostrais). Dessa forma, € preciso se atribuir uma distribuicdo de probabidiqates para

0s parametros, representando o nivel de crenca inicial quanto aos seus valores possiveis. Apds
a obtencéo de observagdes amostrais, 0 nivel de crenca é entdo atualizado para distribuicdes
de probabilidades posteriori A regra de atualizacdo é dada pelo chamado Teorema de
Bayes, apresentado €f), o qual relaciona matematicamente a distribugc@adori, a funcao

de verossimilhangca e a distribuicd® posteriorj consistindo numa expressdo das
probabilidades condicionais entre um parametm8 observacogs

p(y18)p(6)
Oly) =—/—7— (1)
P r(y)
Na qual: p®): Distribuicdo de probabilidadespaiori do parametro;f

p(@ly): Distribuicdo de probabilidades posteriorido parametr@ (dadas as
observagfes amostraiy y

p(yl®): Funcdo de verossimilhanca, representando a piilzale das
observactes gado um valor especifico do parametyo 6

p(y): Probabilidade de ocorréncia das observacgoes y

Um estimador bayesiano para um paramétpode ser obtido por meio do valor esperado de
6 com relagdo a distribuicdopmsteriori como dado pof2).

6= 6@y @
i=1

Em @), um pardmetrd assume valores discretés 6- , ...,0m, ep(dly) € uma funcdo massa
de probabilidades. Casé assuma valores continuamente em um intervalo da des
nameros reais, o somatorio e®) (eve ser substituido por uma integrgi(@y) se torna uma
funcdo densidade de probabilidades. Outros estimadores possivei@ §@waa moda da
distribuicédo a priori(também chamado de maximo a postejioti a mediana.

2.2. Exemplo ilustrativo da abordagem bayesiana no contexto de redes de transporte

As diferencas entre as duas abordagens de Inferéncia Estatistica podem ser melhor
explicitadas por meio de um exemplo simples de aplicacdo da abordagem bayesiana na
andlise de fluxos em redes de transporte. Seja uma intersecdo semaforizada para a qual se
desenvolve um estudo para estimar a taxa média de chegada de veiculos na aproximacéao
principal, durante o periodo de pico do trafego. Denotando-ge@parametro desconhecido

“taxa média de chegadas em um ciclo semaférico”, considere que o analista coletou uma
amostra de tamanho n = 1 correspondente a observagée @eveiculos chegando na via
principal em um determinado ciclo. Sob a abordagem frequentista, toda a informacao
disponivel para a estimacdo do parametr@ncontra-se na amostra. Como a amostra
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contempla uma Unica observacdo, a melhor estimativa que se pode prodszjr € 6.

JA na abordagem bayesiana, o analista leva em conta seu conhecimento prévio sobre o
comportamento do trafego na rede viaria analisada. Considere que, da experiéncia de estudos
anteriores em intersecdes semelhantes, o analista acredita quedgptessa estar em trés
patamares distintos: (i) valor mininth = 5 veiculos/ciclo; (ii) valor mais provavé} = 10
veiculos/ciclo; e (iii) valor maximé; = 20 veiculos/ciclo. O analista atribui a cada um desses
valores as probabilidades 20%, 50% e 30%, respectivamente, que serdo tomadas como
probabilidades priori do parametr@. Considere a mesma amostra unitarig ges veiculos
chegando em um ciclo semaférico. Como o vglker6 € proximo ao valor minimqg & 5 para

a taxa média de veiculos, € razoavel que o analista atualize sua crenca em relacédo aos valore:s
possiveis dé atribuindo uma probabilidadeposteriorimaior que 20% para essa estimativa.

O calculo dessa probabilidade posteriori pode ser feito por meio de (1). Para isso,
entretanto, € preciso determinar a funcéo de verossimilhanca, a qual indica a probabilidade da
observagcady dado um valor especifico do parameirdJma funcéo tipica utilizada no caso

do processo de chegada de veiculos em intersecfes € a distribuicdo de Poisson, 8)ada por (

Ye—0
pO10) =— ®3)

Na quale é o numero de Eulee g 2,718). Dessa forma, a probabilidaalposteriorided é
calculada conformed|), que é obtida pela substituicdo 8gdm (1).

0Ye?
yr PO @

p(y)

A probabilidadea priori ded ser igual ao valor otimist, = 5 ép(f =5) = 0,2. Para realizar

o célculo, € preciso ainda obter o valor g = 6), ou seja, a probabilidade de 6 carros
chegarem na aproximagdo principal em um ciclo semaférico. Essa probabilidade pode ser
obtida somando-se as probabilidades de chegarem 6 carros dado cada um dos valores
possiveis para o parametrode acordo conb:

p6ly) =

pO) = ) p16) - p(©6) )
i=1

Na qualm = 3 é o numero de valores possiveis gamly|d) é calculada por3) e p(6) € a
probabilidadea priori de & = 6. Substituindo-se os valores er),(0 valorp(y = 6) é
calculado em®):

ply=6) =p(ly =60 =5p@ =5)+p(y==6|60=10)p6 =10)
+p(y = 6|6 = 20)p(6 = 20) (6)
= 0,146 x 0,2 + 0,0631 X 0,5 + 0,000183 x 0,3
= 0,0608

Finalmente, a probabilidadeposteriorip(d = 5|y= 6) é obtida substituindo-se os valores em
(4), obtendo-se7():
56 x 2,7187°
@ =5ly—6 =6 02 0,146 x0,2 _ o1 @)
PR =Sy =05)= 0,0608 ~ 700608
Logo, a observacéo de que 6 carros chegaram em um ciclo modificou a probabijidade
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ded =5 de 20% para uma probabilidaal@osterioride 48%. De forma semelhante, podem

ser calculadas as probabilidadeposteriorided = 10 ef = 20, obtendo-sp(d = 10y = 6) =

52% ep(@ = 20) = 6) ~ 0%. Nota-se que a probabilidade da taxa de chegada ser igual a 10
aumentou levemente, enquanto a probabilidade de ser igual a 20 caiu consideravelmente.
Com a nova distribuicdo de probabilidades, um estimador bayesiano do paraéetsalor
esperado d& com relacdo a distribuicdo de probabilidadgsosteriori como dado por2),
obtendo-se assim o valor dado &1 (

0 =5%x048+10x0,52+20%x0=76 (8)

Portanto, uma estimativa da taxa média de chegadas, utilizando informacéo prévia e
informacéo da observagdo amostral é de 7,6 carros por ciclo semaférico. Caso o tamanho da
amostra seja > 1, o que normalmente ocorre na pratica, do ponto de vista frequentista pode-

- . PRT ~— 1
se utilizar como estimador d& a média amostral das observacoes; Zz?ﬂyf" Sob a

abordagem bayesiana, o procedimento é essencialmente 0 mesmo como descrito acima, com
as devidas modificacbes na expressdo do Teorema de Bayes, que passa agora a refletir todas
as observagOes ¢a amostra.

2.3. Distribui¢cdes conjugadas na Estatistica Bayesiana

No exemplo apresentado acima, a distribuicdo de probabilidagaeri do parametr@ foi

definida por meio de uma tabela para um namero finito de valores discretos do parametro. Na
pratica, € comum se empregar distribuicdes conhecidas de probabilidades continuas, tais
como as distribuicbes Normal, Gama e Beta. Algumas dessas distribuicbes exibem uma
propriedade peculiar: quando especificadas como distribiacgwoiori, a distribuicdoa
posteriori obtida sera do mesmo tipo. No entanto, isso s6 ocorre quando se escolhem
determinados tipos de distribuicdo para a funcdo de verossimilhanca. Por exemplo, se a
funcao de verossimilhanca for uma distribuicdo de Poisson, especificando-se uma distribuicao
a priori do tipo Gama, a distribuicd posterioritambém seré do tipo Gama. Dessa forma,
diz-se que a distribuicio Gama é a conjugada da distribuicdo de Poisson. Em (9) tem-se a
distribuicdo de probabilidades Gama com parametres, em quel(«) denota a funcéo

Gama,l'(a) = [, t* e tdt.

a

p(8) = L —ga-1e-p0 ©)

['(a)
A utilidade das func¢des conjugadas reside no fato de que ndo € necessario aplicar o Teorema
de Bayes diretamente para calcular as probabilidadessteriori A partir da especificacéo
dos parédmetros da distribuicédo a priiambém chamados de hiperparameérgsiori), e das
observacbes amostrais, pode-se calcular diretamente os parametros da distabuicao
posteriori (também chamados de hiperparame&rg®sterior). A Tabela 1 exibe outros casos
de distribuicdes conjugadas (Gelmanal., 2003). Como exemplo ilustrativo, considere que
na especificacdo da distribuicagriori no item 2.2 fosse admitida uma distribuicdo Gama,
com valor esperada priori igual a 10 veiculos/ciclo e um desvio-padgipriori igual a 5
veiculos/ciclo. Uma vez que, para a distribuicdo Gama, o valor médio é dadd far o
desvio-padrdo pas / 4%, substituindo-se os valores, obtém-se os hiperparanseposri o =
20 e p = 2. Dada uma amostra daeobservacdesy:, Y, ..., Yn, pode-se mostrar que 0s
hiperparametroa posterioriserdo dados pa’ = « + }j-,y; €' = p + n (Bolstad, 2007).
Logo, dada uma amostra de= 5,y = (12, 15, 9, 13, 14), os valores dos hiperparametros
posteriorisdoa’ =20+ 63 =83 e’ =2+ 5 = 7. AFigura 1 exibe as distribuicdes Gama
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a priori e a posteriorido parametrd. E possivel observar o efeito da informac&o amigstra
reduzindo a incerteza com relacdo aos valores possivéisedpressa pela menor dispersao

na distribuicdaa posteriori Finalmente, um estimador bayesiano ghéadado pela média da
distribuicio Gamaa posteriorj o’ / f/ = 83/7 = 11,9. A média amostral, um estimador
frequentista, é igual a 12,6. A diferenca entre os dois valores se da pela informacé&o contida na
distribuicdo a priori

Tabela 1: Fun¢des de verossimilhanca e sua distribuicdo conjugada

Funcéo de verossimilhanca Parametro Distribuicdo conjugada
Binomial p : Probabilidade de “sucesso” Beta
Poisson A : Taxa média de ocorréncia de Gama
eventos
Exponencial J : Taxa média de ocorréncia de Gama
eventos
Normal W Média Normal
Multinomial P1, P2, ---s Pk : Probabilidade da Dirichlet

classe k ocorrer

a posteriori

Fungéo densidade gama
000 005 010 0415 020 025 030
|

T T T T T
0 5 10 15 20

Muimero médio de wveiculos por ciclo

Figura 1: Distribuicbes Gama a priog a posteriori

Quando néo sao utilizadas distribuicbes conjugadas, o Teorema de Bayes deve ser empregado
para se calcular a distribuicda posteriori No entanto, esse calculo pode ser
computacionalmente intensivo, devido principalmente ao denominador do Teorema de Bayes,
ou seja, o term@(y) em (1). Esse termo funciona como uma constante de normalizacéo,
garantindo que a func¢éao posteriorip(fly) seja de fato uma distribuicdo de probabilidades.

Para o caso de distribuicdes continuas, o tgsfypotorna-se uma integral, que pode ser de

dificil solucdo. Devido a essa dificuldade computacional, é crescente o uso de métodos
denominadosMarkov Chain Monte Carlo (MCMC) em Estatistica Bayesiana (Diaconis,
2009). Esses métodos possibilitam a geracdo de amostras da distréibpigsteriorisem a
necessidade do calculo da constante de normalizacdo. A ideia basica desses métodos é gera
uma cadeia de Markov de forma que sua distribuicdo de probabilidades no estado de
equilibrio corresponda a distribuicdo de probabilidades da qual se deseja produzir amostras.
Em Estatistica Bayesiana, a distribuicdo que se deseja amostrar € a distalposserior

de forma que essa deve ser a distribuicdo de equilibrio da cadeia de Markov gerada.
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3. ESTATISTICA BAYESIANA NA ESTIMACAO DE MATRIZES OD SINTETICAS

Para uma melhor compreensédo do escopo de aplicagdo da abordagem bayesiana na estimaca
de matrizes OD sintéticas, considere a rede de transportes da Figura 2, a qual € constituida por
6 nos, dentre 0s quais 0s n6s 1 e 2 sdo zonas produtoras de viagens, 0s nés 3 e 4 sd0 zona
atratoras, e 0s nés 5 e 6 sdo pontos intermediarios (intersecdes) da rede.

1 3

2 4

Figura 2: Exemplo de uma rede simples de transportes

Uma matriz OD para essa rede consiste no arranjo bidimen$ien@lis, T14, To3, T24), CUjaS
componentes correspondem ao numero de viagens entre os pares de zonas, em um intervalo
de tempo considerado. Sob a perspectiva da Estatistica Bayesiana, o processo de estimacéao d:
matriz OD consiste em: dada uma distribuigdpriori para os parametr@sdo modelo que

rege T, e os valores observados de volumes nos arcos, propor uma distribuicdo de
probabilidades posterioria partir da qual é possivel obter estimativas para os parametros
Encontram-se na literatura algumas tentativas de modelagem bayesiana de matrizes OD
sintéticas para aplicacdes em redes de transportes, iniciando com o trabalho de Maher (1983).
Tebaldi e West (1999) deram uma nova direcdo a abordagem, seguindo o trabalho de Vardi
(1996), por meio do uso de métoddarkov Chain Monte Carlo. Mais recentemente, tem-se
destacado os esforcos de pesquisa desenvolvidos por Hazelton (2001, 2008, 2010).

3.1. Modelo de Maher (1983)

Maher (1983) formulou o problema da obtencdo de uma matriz OD a partir da contagem
volumétrica de trafego enm arcos de uma rede viaridij € uma varidvel aleatoéria
correspondente ao nimero de viagens que se originam em umaegradestinam a uma
zonaj de uma regido geografica, em um certo intervalo de tempo. As varigvei® nao-
observaveis diretamente, de forma que Maher as considera como par@hraso pai-j
(reindexado como pal. Cada volumeyy em um arcok € uma combinacdo linear dos
parametro®, , com constantes de proporcionalidade definidas pelas propg@gdesviagens

no parl cujas rotas incluem o ardq conforme {0). Ademais, um terme com valor
esperado igual a zero é adicionado para representar o erro aleatério devido a imprecisao dos
dados de volumes, coletados por métodos manuais ou automatizados.

n
Yk = Z Prib + & (10)
=1
Neste modelo, admite-se que os paramdires(d,, 6> , ..., 6,) seguem uma distribuicm

priori Normal multivariada, com médja e matriz de covariancido. o pode ser obtido a

partir de uma matriz prévia, coWy incorporando o grau de incerteza quant®. éMaher
argumenta que, embora as variaveis sejam discretas e sua distribuicdo deva ser uma forma
multivariada da Poisson, a Normal multivariada € uma boa aproximacado para contextos de
redes reais. Uma dificuldade adicional reside no fato de que as proppicdesendem da
alocacéao do trafego na rede, isto é, das rotas escolhidas pelos usuarios, que normalmente nac
sdo conhecidas. Como simplificacdo, Maher admite uma rede ndo congestionada, aplicando
uma alocacao do tipo proporcional “tudo-ou-nada”, independente dos valofs cden

apenas uma rota carregada entre cadlg dasse modqy = 1 se o arc& faz parte da rota, e
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px = 0 caso contrario.

Na formulacdo bayesiana, representa-se o yetofys, Yo, ...,Ym) cOmoy = A0 + &, em que

A é a matrizm por n de propor¢depy, €€ € 0 vetor de erros, o qual admite-se seguir uma
distribuicdo Normal multivariada com méddae matriz de covarianci&. Logo, a funcéo
verossimilhanca dg, ou sejap(y| 0), € uma Normal multivariada com médifi e matriz de
covarianciaX. Maher prova que a distribuic@oposterioride 0, ou sejap(0ly), € também
uma distribuicdo Normal multivariada, com média e matriz de covarianci&/;. As
Equacbesil) e 12), desenvolvidas no artigo, indicam a relacdo entre 0s hiperparametros
priori Yo € Vo, € a posteriory; e V.

My = Mo + VoA'(Z + AVoAY) "1y — Apy) (11)
V, =V, — VLAY(Z + AV,A) 1AV, (12)

3.2 Modelo de Tebaldi e West (1999)

O trabalho de Tebaldi e West (1999) segue uma dire¢cao diferente daquela tracada por Maher
(1983), apoiando-se na abordagem estatistica de Vardi (1996). Os autores consideram que,
para cada par OD na rede, indexado Ipar nimero de viagens é dado por uma variavel
aleatdria ndo observavé|, que segue uma distribuicdo de Poisson com taxa hé@iadas

entdo as observacoes de volumes(yi, Y, ...,Ym) emm links da rede (a partir de medidas de
volumes isentas de erro), a Equacao (13), uma versao matricial e sem a componente de erro
da Equacgaol(), relaciona os volumes observagiaso nimero de viageis= (6 1, 6, ..., 0

n)-
y = A0 (13)

A matriz A identifica as propor¢cdgs de viagens no pdrcujas rotas incluem o ard¢o No

artigo, os autores admitem que cada par OD utiliza apenas uma rota; portanto, A rdatriz
binaria pois, para um dado ark@ par ODI, ou todas as viagens passam pelo arco, caso em
guepyx = 1, ou 0 arco nao recebe viagens, caso enpgee0. Como 0s autores admitem que

0 numero de pares OD é maior que o numero de arcos com volumes observados, a Equacao
(13) implica que h&d componentes@lgue sdo dependentes. Identificando qaoo vetor das

m componentes dependentes ga matriz correspondente as coluna®gdemA, e pord, o

vetor dasif-m) componentes independente&ga matriz correspondente as coluna®gdem

A, a Equacdold) expressa;tem funcéo dé,.

0, = AT'(y — A26;) (14)

Portanto, os autores consideram a estimagdo bayesiana tanto do nimero dédyviyeas

dos parametrod. das distribuicbes de Poisson, ou seja, tentam estimar a distribaiicao
posteriori p(0,Aly). Eles adotam um esquema de simulacdo MCMC conhecido como
amostragem de Gibbs, o qual realiza amostragens recursivamente para os vélaesade
partir das distribuicdea posterioricondicionais. O método proposto consiste nos seguintes
passos:

1. Fixe valores iniciais para o vetor0(0 1, 6, ..., 6,) (possivelmente valores aleatorios);

2. Amostre valores para as taxas médias(d, /o, ..., 4) a partir da distribuicdo a posteriori
pP(4l6;). A distribuicéo a posteriof(4;|6;) € proporcional @(6;|4)p(4), em quep(@ili) € a
funcdo de verossimilhnanga d& a qual possui uma forma de Poissonp(g) € a
distribuicéoa priori de/;. Caso se admita uma distribuicdo Gama p@; por exemplo,

a distribuicaop(/;]¢;) também sera Gama, tal como ilustrado no item 2.3. Caso se utilize
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uma distribuicdoa priori cuja a posteriori seja dificil de amostrar, pode-se utilizar o
algoritmo de Metropolis-Hastings.

3. Amostre novos valores pada= (61, &, ..., §) condicionais nos valoresa\(11, Az, ..., 4) €
Y = (Y1, Vo, ..., ¥n) POr meio da Equacady).

0

A Oa

P(6102-; 1, y) o TR 5 (15)
Na qual 8, ; denota o vetor de componentes independente® dexcluindo-se a
componented;, e o indice j assume valores no conjunto de indices das componentes
independentes, ou seja, j = m+1, m+2, ..., n (0s indices j = 1, 2, ..., m identificam as
componentes dependentes). Para gerar a amostra, deve-se empregar o algoritmo de
Metropolis-Hastings, o qual possibilita a obtencdo de amostras sem a necessidade do
calculo da constante de normalizacdo (por esta rdZ§cé(escrita como uma relacédo de
proporcionalidade), e o vetog §contém as amostras mais atuais de suas componentes.

4. Repita os passos a partir de 2 para gerar uma nova amosteaide 0

Os autores realizaram experimentos em redes artificiais e redes reais de pequeno porte,
chegando a resultados melhores que os obtidos por Vardi (1996), atribuindo a diferenca ao
uso da informacéo nas distribui¢cdes a priori

3.3. Desenvolvimentos recentes

Entre as contribuicdes recentes, destacam-se a sequéncia de trabalhos de Hazelton (2001,
2008, 2010) e o de Castillet al (2008). Enquanto Tebaldi e West (1999) admitem rotas
Gnicas entre pares OD, a modelagem de Hazelton vai além e considera todas as rotas possiveis
em um par OD. Ademais, 0 autor incorpora o processo de escolha das rotas por meio de um
modelo Logit, obtendo distribuicOes posteriori para as propor¢cdes de escolha das rotas.
Hazelton ilustra suas aplicagcbes em uma rede de pequeno porte na cidade de Leicester,
Inglaterra. No entanto, em redes de grande porte, a enumeracdo das rotas pode ser um
procedimento computacionalmente intensivo, requerendo técnicas para a redugcdo do niamero
de rotas consideradas. Cast#ibal (2008) seguem uma abordagem diferente, propondo um
modelo em dois niveis para a estimac¢do simultanea da matriz OD e a alocacdo dos fluxos na
rede. Os autores propdem uma representacdo do problema por meio de uma rede bayesiana
empregando o conceito de equilibrio estocastico do usuério no modelo de alocacao,
produzindo distribuicdes a posterigrara os parametros.

4. QUESTOES A SEREM INVESTIGADAS NESTA LINHA DE PESQUISA

Como apresentado na introducdo deste artigo, a principal dificuldade na determinacédo dos
padrbes de fluxo entre origens e destinos em uma rede de transportes, a partir de contagens
volumétricas, reside no fato de que o niumero de pares OD em uma rede € normalmente muito
superior ao numero de arcos para os quais ha observacdes de volume de trafego. Quando se
admite a abordagem de reconstrucédo da matriz OD sintética, essa dificuldade se manifesta por
meio da multiplicidade de matrizes que possivelmente geraram os fluxos observados, levando
0 analista a adotar um critério para a determinacdo de uma matriz mais provavel. Entre os
critérios mais utilizados estéo o critério da maxima entropia, ou, equivalentemente, da minima
informacéo, e o critério de minimizacdo de erros quadraticos. Por outro lado, na abordagem
estatistica, o objetivo é estimar os parametros da distribuicdo de probabilidade das viagens, a
partir de uma amostra de volumes. Com base no modelo estimado, podem-se obter medidas
como o numero médio de viagens entre pares OD e suas variancias.

A primeira questdo que vem a tona na estimacdo de matrizes OD sintéticas, tanto sob a
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perspectiva frequentista como sob a bayesiana, é a especificacdo dos modelos estatisticos que
descrevem as variaveis aleatdrias e seus pressupostos. As aplicacdes descritas na literature
admitem modelos paramétricos matematicamente convenientes — Normal no caso de Maher
(1983) e Poisson no caso de Tebaldi e West (1998) — mas que podem ndo corresponder a
realidade. Nesse ponto, faz-se necessario o esforco de melhor compreensdo do fendémeno da
variabilidade das viagens, tanto sob a dimensao espacial como sob a temporal, para que se
possam especificar modelos validos e Uteis, ou seja, capazes de representar a realidade em un
nivel de precisédo aceitavel, e de serem utilizados no auxilio a tomada de decisdo em sistemas
de transportes. Essa questdo também se apresenta na abordagem bayesiana, sob forma divers
na determinacdo das distribuicbes a prioA dificuldade consiste em como traduzir em
distribuicdes de probabilidade o conhecimento intuitivo dos pesquisadores e profissionais
acerca dos fendbmenos de transporte. Neste artigo, foram dados exemplos em que o analista
atribui probabilidades diretamente aos valores dos parametros, ou especifica valores como a
média e o desvio-padrédo, possibilitando a determinacdo de uma distrilauiggiori
especifica. No caso da matriz sintética, uma matriz-semente pode estar disponivel, mas nao
esta claro qual a melhor forma de transforma-la em uma distribui¢cdo a priori

Outra questdo de pesquisa ainda pouco explorada diz respagiicacdo da estimacéo
bayesiana em redes congestiongdpara as quais as rotas escolhidas em cada par OD
dependem dos volumes alocados nos arcos da rede. Em outras palavras, as rotas efetivamente
utilizadas em redes congestionadas resultam do comportamento dindmico da interagcdo dos
usuarios com o sistema de transportes, e, portanto, ndo se pode predeterminar as rotas, comc
ocorre em redes ndo congestionadas. Nos modelos de otimizacdo, o fenémeno da
interdependéncia entre as rotas e os volumes (carregamento da rede) tem sido modelado por
meio de principios de equilibrio, como o primeiro principio de Wardrop (1952). No caso dos
modelos estatisticos bayesianos, ainda séo incipientes as tentativas de incorporar principios de
equilibrio ou escolha de rotas.

Ainda com relagdo a estimacéo dos fluxos OBgraléncia a superestimacao da quantidade

de viagens em pares OD de baixo fluxo que compartilham arcos com pares OD de grande
fluxo, questéo esta apontada por Tebaldi e West (1998), demanda investigacao subsequente
em virtude de suas implica¢ges praticas, as quais podem conduzir planejadores de transporte a
recomendarem investimento desnecessario em infraestrutura. Nesse ponto, a abordagem
bayesiana pode contribuir a partir do uso do conhecimentcori de analistas sobre o
comportamento do fendbmeno das trocas de viagens entre zonas produtoras e atratoras na
regido em estudo. Vale também destacar que a inferéncia bayesiana pode facilitar a
incorporacdo de outros tipos de informacéo adicional na estimacdo da matriz sintética, além
dos volumes observados nos arcos e da matriz semente, tais como: a) matrizes parciais
obtidas, por exemplo, a partir de pesquisas de placas em corddes internos (especialmente com
o advento de sistemas de identificacdo automatica de veiculos), permitindo uma melhor
modelagem do processo de escolha de rotas pelos usuarios; b) contagens diretas de fluxos
entre pares de zonas, assim como contagens dos totais de viagens entrando e saindo de cad
zona; ¢) modelos desagregados ou de demanda direta que expliguem o comportamento na
distribuicdo e na escolha modal das viagens.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo, foram expostos conceitos basicos da Estatistica Bayesiana e aplicacdes iniciais
na modelagem das origens e destinos de viagens em redes de transportes. Ressaltaram-se &
diferencas fundamentais existentes entre as abordagens frequentista e bayesiana da Estatistica
e um exemplo ilustrativo foi desenvolvido com o objetivo de explicitar as implicacées dessas
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diferencas na estimacdo de parametros em estudos estatisticos em transportes. Apresentaram
se modelos bayesianos propostos na literatura para a estimacao de matrizes OD sintéticas, €
por fim, discutiram-se questbes de pesquisa que representam desafios para o uso efetivo de
modelos estatisticos bayesianos na modelagem das origens e destinos das viagens. Por fim,
cabe ressaltar as possibilidades, ainda pouco exploradas, de aplicacdo da abordagem
bayesiana em outras etapas do esforco de modelagem das relagbes entre oferta e demanda n
processo de planejamento estratégico de sistemas de transportes urbanos e regionais,
diretamente na calibracdo de modelos de geracéo, distribuicdo e escolha modal das viagens.
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